
Développement : Formule de Fourier-Plancherel et calcul de l’intégrale de Dirichlet

Recasages possibles : 234, 236, 250.
Référence : Analyse réelle et complexe, Rudin (p. 180), 40 développements, Bernis2

(p. 264-265).

Développement

Théorème 1 (Fourier-Plancherel) Soit f ∈ L1(R)∩L2(R). Alors, f̂ ∈ L2(R) et
on a ∥f∥2 = 1√

2π
∥f̂∥2

Application 2 L’intégrale de Dirichlet vaut∫ +∞

0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

• Preuve du Théorème 1 : On pose f̃ : x 7→ f(−x), puis g = f ∗ f̃ . L’application
g est bien définie presque partout car f ∈ L1(R) donc f̃ ∈ L1(R) et ainsi la
convolée existe presque partout et on a de plus g ∈ L1(R). On a plus précisément
par le changement de variable z = −y,

g(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− y)f(−y)dy =

∫ +∞

−∞
f(x+ z)f(z)dy = ⟨τ−xf, f⟩ ,

où l’on a noté τ−xf : z 7→ f
(
z − (−x)

)
= f(x+ z). Par continuité de x 7→ τ−xf

de R dans L2(R), et par continuité du produit scalaire, on voit que g est une
fonction continue sur R. Par ailleurs, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

∀x ∈ R, |g(x)| ⩽ ∥τ−xf∥2 ∥f∥2 = ∥f∥22 .

Ainsi, g est bornée et vérifie ∥g∥∞ ⩽ ∥f∥22. Par propriétés de la transformée de
Fourier, on a

∀ξ ∈ R, ĝ(ξ) = f̂ ∗ f̃(ξ) = f̂(ξ)
ˆ̃
f(ξ).

Or, pour tout ξ ∈ R, on a

ˆ̃
f(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(−x)e−ixξdx

=

∫ +∞

−∞
f(x)eixξdx par le changement de variables x← −x

=

∫ +∞

−∞
f(x)e−ixξdx = f̂(ξ).

Ainsi, on obtient ∀ξ ∈ R, ĝ(ξ) = f̂(ξ)f̂(ξ) = |f̂(ξ)|2.

On considère pour n ∈ N∗, Hn(x) = e−
|x|
n , et on veut calculer Ĥn. Par définition,

on a pour tout ξ ∈ R,

Ĥn(ξ) =

∫ 0

−∞
e

x
n e−ixξdx+

∫ +∞

0

e−
x
n e−ixξdx

=

[
e

x
n e−ixξ

1
n − iξ

]0
−∞

+

[
e−

x
n e−ixξ

− 1
n − iξ

]+∞

0

=
1

1
n − iξ

− 0 + 0− 1

− 1
n − iξ

=
2
n

1
n2 + ξ2

=
2n

1 + n2ξ2
.

On pose alors pour n ∈ N∗, hn(ξ) =
1
2π Ĥn(ξ) =

1
π

n
1+n2ξ2 ⩾ 0. Vérifions que (hn)

est une approximation de l’unité. On a ∀n ∈ N∗,∫
R
hn(x)dx =

1

π

∫
R

n

1 + (nx)2
dx =

1

π
[arctan(nx)]

+∞
−∞ =

1

π
× π = 1.

De plus si η > 0, le même calcul, joint à la parité de hn, donne∫
|x|>η

hn(x)dx =
2

π

(π
2
− arctan(nη)

)
−→

n→+∞
0.

Ainsi, (hn) est bien une approximation de l’unité, et donc comme g est bornée
et continue (donc continue en 0), on a

hn ∗ g(0) =
∫
R
hn(−x)g(x)dx =

∫
R
hn(x)g(x)dx −→

n→+∞
g(0) = ∥f∥22 .

Calculons alors d’une autre manière la limite de g ∗hn(0) quand n tend vers +∞.
On a

g ∗ hn(0) =

∫ +∞

−∞
g(ξ)hn(−ξ)dξ =

∫ +∞

−∞
g(ξ)

1

2π
Ĥn(ξ)dξ

=
1

2π

∫ +∞

ξ=−∞
g(ξ)

∫ +∞

x=−∞
Hn(x)e

−ixξdxdξ

=
1

2π

∫ +∞

x=−∞
Hn(x)

∫ +∞

ξ=−∞
g(ξ)e−ixξdξdx par Fubini

=
1

2π

∫ +∞

−∞
Hn(x)ĝ(x)dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
Hn(x)|f̂(x)|2dx.
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L’application de Fubini est licite car∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|Hn(x)||g(ξ)||e−ixξ|dxdξ = ∥Hn∥1 ∥g∥1 < +∞.

Or, comme pour tout x ∈ R, Hn(x) tend vers 1 en croissant lorsque n → +∞,
par convergence monotone, on a

lim
n→+∞

∫ +∞

−∞
Hn(x)|f̂(x)|2dx =

∫ +∞

−∞
|f̂(x)|2dx = ∥f̂∥22.

Ainsi, par unicité de la limite, on obtient∫ +∞

−∞
|f̂(x)|2dx = 2π ∥f∥22 < +∞,

ce qui montre d’une part que f̂ ∈ L2(R), et d’autre part que ∥f̂∥2 =
√
2π ∥f∥2.

Ceci termine la preuve du Théorème 1, dit de Fourier-Plancherel.

• Preuve de l’Application 2 : Posons f = 1
21[−1,1]. On a f ∈ L1(R) ∩ L2(R) et

∥f∥2 =
∫ 1

−1

(
1
2

)2
dt = 1

2 . Calculons f̂ : on a f̂(0) = 1 et pour ξ ∈ R∗,

f̂(ξ) =
1

2

∫ 1

−1

e−ixξdx =
1

2

[
e−ixξ

−iξ

] 1
2

x=− 1
2

=
1

ξ

e−iξ − eiξ

−2i
=

sin(ξ)

ξ
.

Calculons alors ∥f̂∥2. On a

∥f̂∥22 =

∫ +∞

−∞

sin2(u)

u2
du = 2

∫ +∞

0

sin2(u)

u2
du par parité.

Mais alors, par une intégration par parties, on trouve∫ +∞

0

sin2(u)

u2
du =

∫ +∞

0

1− cos(2u)

2u2
du

=

[
−1− cos(2u)

2u

]+∞

0

+

∫ +∞

0

sin(2u)

u
du.

Cette intégration par parties est licite car le crochet converge vers 0. En effet,

lim
u→+∞

1− cos(2u)

2u
= 0 car cos est bornée sur R.

Par ailleurs, au voisinage de 0, on a cos(2u) = 1− (2u)2

2 +o(u2) = 1−2u2+o(u2),
donc

lim
u→0

1− cos(2u)

2u
= lim

u→0

2u2 + o(u2)

2u
= lim

u→0
u+ o(u) = 0.

Ainsi, on obtient par le changement de variables v = 2u :∫ +∞

0

sin2(u)

u2
du =

∫ +∞

0

sin(2u)

u
du =

∫ +∞

0

sin(v)
v
2

dv

2
=

∫ +∞

0

sin(v)

v
dv.

Finalement, on a par le Théorème 1

1

2
= ∥f∥22 =

1

2π
∥f̂∥22 =

2

2π

∫ +∞

0

sin(v)

v
dv,

d’où ∫ +∞

0

sin(v)

v
dv =

π

2
.

Ceci conclut la preuve de l’Application 2 et le calcul de l’intégrale de Dirichlet.
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