Développement : Formule de Fourier-Plancherel et calcul de I'intégrale de Dirichlet

Recasages possibles : 234, 236, 250.
Référence : Analyse réelle et complexe, RUDIN (p. 180), 40 développements, BERNIS?
(p. 264-265).

Développement
Théoréme 1 (Fourier-Plancherel) Soit f € L'(R)NL2(R). Alors, f € L2(R) et
on a||flly = =Ilfll2

Application 2 L’intégrale de Dirichlet vaut

Foo
/ sin(t) P

e Preuve du Théoréme 1 : On pose f : z — f(—z), puis ¢ =[x f. L’application
g est bien définie presque partout car f € L'(R) donc f € L'(R) et ainsi la
convolée existe presque partout et on a de plus g € L*(R). On a plus précisément

par le changement de variable z = —y,
“+o0 “+oo -
s@)= [ fe- Ty = [ )Ty = (rf £,

o 'on anoté 7_, f : 2+ f(z — (—x)) = f(z + 2). Par continuité de z > 7_, f
de R dans L?(R), et par continuité du produit scalaire, on voit que g est une
fonction continue sur R. Par ailleurs, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Vo € R, |g(@)| < [r—aflly 1£1ls = I1£1I3-

Ainsi, g est bornée et vérifie ||g|| < Hf||§ Par propriétés de la transformée de
Fourier, on a

vEER, §(6) = f* (6 = FEOF©).

Or, pour tout £ € R, on a

N +o0
je) = / Fa)eitda

—00

+oo
= / f (x)e”fdx par le changement de variables x < —zx

—00

+oo _

= [ f@esdo = 76

— 00

Ainsi, on obtient V¢ € R, §(&) = f(£)f(€) = |f(&)*.

[z]

On considere pour n € N*| H,,(x) = e~ = , et on veut calculer I-/I:L Par définition,
on a pour tout £ € R,

_ 0 . ) +oo N )
H,(& = / eﬁe*””édach/ e me e dy
0

—o00
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On pose alors pour n € N*, h,, (&) = QLEL(S) = %H:igg > 0. Vérifions que (hy,)

s

est une approximation de 'unité. On a Vn € N*,
1 1 1
/ hy(z)dx = 7/ N dr== [arctan(nz)] T2 = = x 7 = 1.
R 7 Jg 1+ (nx)? ™ ™
De plus si 7 > 0, le méme calcul, joint a la parité de h,,, donne
2 /m
hy(x)de = — (f - arctan(nn)) — 0.
o> 2

T n—-+o0o

Ainsi, (hy,) est bien une approximation de I'unité, et donc comme g est bornée
et continue (donc continue en 0), on a

v 9(0) = [ ha(=e)gla)ds = [ btz = o) = 1715.

+

Calculons alors d’une autre maniere la limite de g*h,,(0) quand n tend vers +oo.
On a

“+oo +oo _
geh(®) = [ g@na(-6ds = [ 95 Hn(€)de

1 “+o0 +oo ot
— _ H —1T
5w | o© | e dae
1 “+o00 “+ o0 )
= — Hn(ac)/ g(€)e" " d¢dx  par Fubini
27 r=—00 £=—o00
= L T nwiwdr= = [ m@lie)P
= o) n(2)g(2)dz = - w2 f(2)]d.
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L’application de Fubini est licite car

+oo +oo )
[ H@lla©lledode = | Lol < +oc.
—o0 —00

Or, comme pour tout € R, H,(z) tend vers 1 en croissant lorsque n — +00,
par convergence monotone, on a

“+o0 R +o0 N ~
lim H, ()| () 2 = / (@) 2 = | |2

n——+00 oo o
Ainsi, par unicité de la limite, on obtient
+oo 5
| 1f@)Pde = 21 < 4o
— 0o
ce qui montre d'une part que f € L2(R), et d’autre part que ||f]j2 = v27 Il £l

Ceci termine la preuve du Théoréme 1, dit de Fourier-Plancherel.

Preuve de I’Application 2 : Posons f = 11_11. On a f € L'(R) N L*(R) et
a

1,
I fll, = fil (%)th = 1. Calculons f:ona f(0)=1 et pour & € R,

. 1 1 e, ] e—izgé
e = 5[16 dx_Q[—ZfL—;

Le € — e sin(¢)

& -2 ¢

Calculons alors || f]|2. On a

+oo i 2 400 -2
1£115 = / sin () du = 2/ sin” (u) du par parité.
_ u 0

2 2
00 u

Mais alors, par une intégration par parties, on trouve

+oo :..2 +oo 1
/ sin 2(u) du / 1 — cos(2u) du
0 u 0

2u?
1— cos(2u)] > +°° sin(2u
= [—( )] —|—/ ( )du.
2u 0 0 U
Cette intégration par parties est licite car le crochet converge vers 0. En effet,
1 — cos(2u
lim # =0 car cos est bornée sur R.
U—~+00 2u

Par ailleurs, au voisinage de 0, on a cos(2u) = 1— % +o(u?) = 1—2u%+o(u?),
donc ) )
1- 2 2
lim cos(2u) = lim 2% + o(w) = lim v+ o(u) = 0.
u—0 2u u—0 2u u—0

Ainsi, on obtient par le changement de variables v = 2u :

+0oo 3.2 +00 i +oo : +00 i
/ sin 2(u) du :/ sin(2u) du :/ sin(v) dv :/ sin(v) do.
0 u 0 u 0 2 0 v

T
2

Finalement, on a par le Théoreme 1

1 o 1 a0 2 [T%sin(v)
- = = — = — d
2 ||f||2 27T||f||2 27_[_ /0 v,

v

d’ou

Ceci conclut la preuve de I’ Application 2 et le calcul de l'intégrale de Dirichlet.
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